Mathématiques appliquées 1A 2024-2025

DM 10

Correction

1. (a) f est dérivable sur R} comme quotient et différence de fonctions polynomiales, donc dérivables sur R} .

On aVr e R/, f/(z) = %
x
On a donc
T 0 +o0
f'(@) +
4
(=) /
—00

On a rkr—&r-loo f(x)=4et xli%h f(z) = —o0.

On étudie pour tout z € RT le signe de f(z) — z. Soit x € R,

flx)—az = 4—;—:1:,

On calcule A le discriminant de ©z — —22 + 42 — 3.

A = 42— 4x(-1)x(-3),
= 4

A >0, donc z — —z? + 4z — 3 admet deux racines réelles,

44 . . —4+44
ry = 5 € T2 = 9
= 37 — 1
D’ou le tableau de signes :
x 0 1 3 +00
—2% + 4z — 3 + + +
x — 0 + 0 —
f@) - -0+ 0 -

(b) -

(c) u semble croissante, et converger vers 3.
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2. Montrons par récurrence que Vn € N,P(n) : « 2 < up, < 3 ».
INITIALISATION : Montrons P(0).
ug = 2 donc 2 < uy < 3. D’ou P(0).
HEREDITE : Soit n € N, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).

f est croissante sur R} donc comme 2 < u, < 3, on a

f@2) < flun) < £(3),
donc g < Uppr < 3,
donc 2 < upyr <

Dot P(n + 1).

Finalement, par le principe de récurrence, ‘Vn eN,2<u, <3. ‘

3. Soit n € N, on sait par la question précédente que u,, € [2,3] donc par le tableau de signes de la question 1, on a

f(un) — Up 2 Oa
donc Upt1 — Uy > 0,
donc Upt1 = Uy

Finalement, Vn € N, u, 41 > u, donc |u est croissante. ‘

4. Par les questions précédentes, u est croissante et majorée par 3, donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, u
converge. Notons /¢ sa limite.

On sait que pour tout n € N, u,, > 2, donc par passage a la limite £ > 2. En particulier £ # 0.

lim w =/
n—-+oo n+l1 ’

: 3 3
LA 4= 2= =4=7, 5 ainsi, par unicité de la limite, £ = f(£).
Vn € N,un+1 =4 — i,
On a donc
to= [0,
donc 0 = flO)—¢
donc ¢=1 ou {=3.(voir question 1)
Donc ¢ = 3.

Finalement, | u converge vers 3.
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