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DM 13

Correction

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N, P(n) : « a, > 0».
Initialisation : D’aprés I’énonce, ay > 0 d’ou P(0).
Hérédité : Soit n € N, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, «,, > 0. Donc, comme, e~** > 0, on a e~ *"q,, > 0.
Ainsi oy > 0, ot P(n+1).
Donc par le principe de récurrence, Vn € N, o, > 0. En particulier (), est minorée.
Soit n € N,

apy1 € %may
o an

—Qn

Or a,, > 0, donc —a,, < 0, et par stricte croissance de exp sur R, on a e™ %" < 1.
Qnt1
;—Jr < 1 donc, comme «,, > 0, on a an4+1 < Q.

n

Donc, Vn € N, a1 < o, donce (o), o est décroissante.

Ainsi

Finalement, (cv,),, oy est décroissante et minorée, donc, par le théoréme de la limite monotone, converge.

On note ¢ sa limite.

e exp est continue sur R donc en particulier en —¢, ainsi lim e “"a,, = e L.

n—-+4o0o
. nkrfoo Q1 = L.
e Vne N a1 = e “ay.
Donc, par unicité de la limite
¢ = e,
donc 0 = e fr—y¢,
donc 0 = /(e t—-1),
donc ¢=0 ou e ‘-1 0,
donc ¢=0 ou et = 1,
donc ¢=0 ou —¢ = 0,
donc ¢=0 ou { = 0,
donc ¢ = 0.
Finalement | (), converge et sa limite est 0.
2. Soit n € N,
ﬁn+1 —Bn = ln(an+1) - ln(an),

= In(e”*"ay,) — In(ay,),

In(e ") + hl(an) - ln(an),

= —ay,.

Donc, ‘Vn eN, Bnt1 — Bn = —ay. ‘
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3. Soit n € N,

n
dak = > Bi—Bri, par 2
k=0

k=0 —
= o — Bni1, télescopage.

Donc Vn € N,Zak = 0By — Bn+1-
k=0
Or

nklfoo Po—Pn+r = lim In(ag) — In(an+1),
= 400, par 1.

n
Ainsi lim E oy = +oo.
k=0

n—-+o0o

Finalement, Z ay, diverge.
neN
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