Mathématiques appliquées 1A 2024-2025

DS 04

Correction

Exercice 1

1. Les répétitions sont impossibles et on ne tient pas compte de l'ordre, donc le nombre de facons différentes de piocher

1
simultanément 3 boules parmi les 10 boules est < 30).

10 10 x 9 x 8
<3) T Ix2x3’
= 10 x 3 x4,

120.

Ainsiily a ‘ 120 facons piocher simultanément de sélectionner 3 boules parmi les 10 boules.

2. (a) Méme situation que la question précédente, mais on doit obligatoirement prendre la boule 8 et sélectionner les deux
autres boules parmi les 7 premiéres boules, donc le nombre de fagons différentes de piocher simultanément 3 boules

parmi lesquelles la plus grande est la numéro 8 est (2>

7 _Tx6
(2> To1x2
= 7x3,

21

Ainsi il y a |21 facons différentes | de piocher simultanément 3 boules parmi lesquelles la plus grande est la numéro 8 .

(b) Méme raisonnement que la question précédente en remplacant 8 par k et 7 par k — 1, donc, le nombre de fagons

k—1
différentes de piocher simultanément 3 boules parmi lesquelles la plus grande est la numéro k est ( 9 )

(c) Lorsque l'on choisit 3 boules différentes parmi les 10 boules, on en choisit 3 avec la plus grande étant la boule 3, ou
la boule 4, ..., ou la boule 10. Ainsi par les questions précédentes :

(130) Ii (k ; 1)7

Ny
Z (2>, en posant £ =k — 1.

=2

9
1
Finalement, Z (5) = (3()) .
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g 1
3. (a) Montrons par récurrence que Vn € N, avec n > 2, P(n) : « Z (2> = (n;— ) » .
(=2

2 2
2+1 14 2 2+1 14 -
INITIALISATION : On a ( 3 ) =1let ;:2 <2) = <2> =1, donc ( 3 ) = E <2>, d’oir P(2).

HEREDITE : Soit n € N, avec n > 2, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).

S6) = ()50

1 1
= <n—2|— > + (n—?i’— >, par hypothése de récurrence
+2 .
= <n 3 >, triangle de Pascal,
d’ou P(n +1).
n
. . ) ¢ +1
Finalement, par le principe de récurrence, | Vn € N, avec n > 2, Z <2) = (n 3 )
=2
(b) On tape
I | somme = 0
T for 1 in range(2,n+1):
4 somme = somme + 1*(1-1)/2
print (somme - (n+1)*n*(n-1)/3)
Exercice 2
1. (a) Ona

Ainsi, | f (;) = i et f(1)=1.

(b) On écrit

1 | def f(x):
2 return x**(1/x)

; print (£(0.5))
5 |print(£(1))

(c) Soit x € R%,
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x
1
N n(r) 7
x
& In(z) = 0,
& r = 1
Ainsi, ‘ 1 admet 1 comme unique antécédent par la fonction f. ‘
. In(z)
2. (a) OnaVz e RY, f(x) =exp [ —— |, donc
x
T 0 +00
f(x) +
(b) Soit x € RY.
g(z) = 0,
= flz) = 1,
& r = 1, par la question 1.c.
g(z) > 0,
& fx)y—1 > 0,
= () > 1,
1
& exp ( n(z) > 1,
x
In(z) . .
& > 0, par stricte croissance de exp et In
x
& In(z) > 0, car x>0
& r > 1, par stricte croissance de exp et In.
On a donc
x 0 1 400
9(x) - 0 +
1 1
(¢) On a lim n(z) = —oo et par les croissances comparées, lim n(z) =0, ainsi
r—0t X r—+o0o I
. . In(z)
1 = 1 li = 1
xgng f(w) :z:g(r)lJr P ( x ) ’ acHHJPoo f(f) :EHHEOO P
= 0. = 1

Final t,| Li =0et li =1.
inalement, | lim, flx)y=0e o f(z)

(d) On a Va € RY, f(z) = exp (lny))
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In(z)

e © — —— est dérivable sur R’ comme quotients de fonction dérivables (In et polynomiale).

x
e exp est dérivable sur R.

1
o V€ RY, n(x) eR.
x

Ainsi, f est dérivable et donc continue. De plus par la question 2.c, f admet une limite finie en 0, donc f est
prolongeable par continuité a RT.

3. (a) On sait par la question 2.d que ‘ f est dérivable. ‘

In(z)

(b) On aVx € RY, f(x) = exp (x)’ et par la question 3.a, f est dérivable. Soit = € R,

fla) = ;xx—ln(x)xlexp(ln(x)),

X

1-1 1
Finalement, | Vo € R, f/(z) = ;1(3:) exp ( n(x))
z x

1-1 1
(c) Par les questions 3.a et 3.b, f est dérivable et Vo € R%, f'(x) = 121(:17) exp ( H(I)) Soit z € R,
x x

1-In(z) = 0, 1—In(x) > 0,
=3 1 = In(z), & 1 > In(x),
& = 2. & >z, (stricte croissance de exp et In).
On a donc
z 0 e +o0
1 — In(x) + 0 —
22 + +
1
exp ( n(x)) + +
x
f'(x) + 0 -
ee
0 1
1
(d) Soit z € R%. On pose X = n(m) On a lirgl+ X = —o0. Donc
T—r

2
lim <ln(x)> exp
z—0t x

2
Ainsi, | lim (111(96)) exp (ln(x)> =0.
z—0t x x

(m(x)> = _lim XZ%e¥,

x X——o0

= 0, par croissances comparées.
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(e) On a
) . 1—In(x) In(z)
/ _
t =t e (M) o
1 1 (1 ? 1
= lm (——-1)—— n(z) exp n(z) ,
a—0+ \ In(x) In(x) x x
= 0.
1 1 ? 1
En effet lim —— =0et lim n(@) exp w = 0 par 3.d.
z—0+ In(x) e—0t \ X x
Finalement, | f/ admet une limite en 0 et lim f(xz)=0.
z—0
4. A laide des questions 2.c, 3.c et 3.e on a

A
3 4
2 4

Cs
! d:y=1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -

Exercice 3

- (=)~ )

= 2" — 1, par le binome de Newton.

1. (a) On a

Ainsi, | (Z) —on 1.

(b) On a

(2+1)", par le binéme de Newton

(3=

7N
> 3

N
N
>
Il

= 3"

" /n
Ainsi ok = 3m,
insi, (k:) 3

(c) On a

(7=
RS
> 3
N———
w
B
L
W =
(7=
RS
> 3
N———
w
s

=~
Il
<

x (3+1)", par le binéme de Newton

B W =
3

«|
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n 471
Ainsi, Z (Z) g1 = 5

(d) On a

Finalement,

2. (a) On a

(A—-50)(A+1)?* = (

(o).

| (A=BI)(A+1)?

:03.\

(b) Par la question 2.a

donc
donc
donc

donc

(A—5I)(A+1)?
(A—5I)(A2 +2A+1)
A3 —3A% —9A — 51
(A2 -34A-91)A

1
g(A2 —3A-91)A

Ainsi, | A est inversible et A= =

1

g(A2 —3A-91I).

W W W = ==

03a
03, car A et I commutent
037
51,

1.

(c) Supposons par ’absurde que A — 51 est inversible. On sait que
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(A—5I)(A+1)> = 03, par2.a
donc (A+1)? = 03, car A et I commutent
donc (2J)2 = 03,
12 12 12
donc 12 12 12 = (3, contradiction.
12 12 12

Finalement, | A — 51 n’est pas inversible.

3. (a) Soit (a,b) € R%

1 2 2 a+b b b
A=al +bJ < 2 1 2| = b a+b b ,
2 21 b b a+bd
a+b = 1,
< { b= 2,
a = 1,
< {b = 2

En particulier | A = —1 4+ 2J.

(b) Montrons par récurrence que Vk € N*, P(k), : « J¥ =3F=1]».
INITIALISATION : On a 31717 = J1, d’ou P(1).
HEREDITE : Soit k£ € N*; on suppose P(k) et on montre P(k + 1).

JHL = gk g
= 312, par hypotheése de récurrence
3% J, par les calculs de 2.a, J? = 3.J.

Dou P(k +1).
Finalement, par le principe de récurrence, ‘Vk € N*, Jk =3F-1]. ‘

(c) Soit n € N*,

n

> ()o@t

k=1

n (_1)n—k2ka’

I
-~
I Mﬁ
o

(—1)"~k2k3k=1 1 par 3.b

I
M=

()
(:)

k

b
Il

1
n_ (_1)"
> ?() ) J, par 1.d.

n n_ (_1)"
N Y Y ST
k=1

2024-2025

(d) Soit n e N*. Ona —I x 2J = —2J et 2J x (=I) = —2J, donc —I x 2J = 2J x (—I), ainsi —I et 2J commutent.
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AT = (—I+2J)"
= Z (Z) )"*(2J)* | par le binéme de Newton
k=0
= n n k
= 2
> (1) vt

B
I
o

- (g>( 1)7=0 (2.7)° +Z(> 1)k (20)F,

= (-D)"I+ J, par 3.c.

Finalement,

n__ (_1\n
Vn e N*, A" = (1) + %1

50 _ (_1)0

(e) On a (—1)°1 + J=1Tet A’ =1, donc ‘ la formule est valide pour n = 0. ‘

((—1)—11 B B _é_l)_lJ) A

2
(—I—i— 5J> (=I+2J), par 3.4

2 4
= I-2J—-J+-J%

5 5
= I+( 2—5+ 5>J, car J? =3J
= I
-1 _ -1 -1
Ainsi, A est inversible et A™! = ((1)11 + 5?E)J), donc ‘ la formule est valide pour n = —1.

4. (a) Montrons par récurrence que Vn € N, P(n), : « A" Xy ».
INITTALISATION : On a A°X, = X, d’ott P(0).
HEREDITE : Soit n € N, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).

AnJrlXO = Ax 14“)(07
= AX,, par hypothése de récurrence

1 2 2\ [un
= (2 1 2] [w],
2 2 1) \w,

Uy, + 20, + 2w,
= 2Up + vy + 2wy, |,
22Uy + 2v, + Wy,

un+1

- Un+1 9
Wn+1

= Xn+1 .

D’ou P(n +1).
Finalement, par le principe de récurrence, ‘Vn eN, X, = A"X,.

(b) On écrit
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(c) Soit n € N,

import numpy as np
import numpy.linalg as la

def X(n):

A =

np.array([[1,2,2],[2,1,2],[2,2,1]1])

X_0 = np.array([[0],[1],[2]11)
return np.dot( la.matrix_power(A,n) , X_0)
X, = A"X,,
0
o — (=)™
= ((—1)”I+ (=1) J) 1], par 4.eet 4.f
3 2
0 0
= =DM +6E" =D,
2 2
= 577'

Ainsi, |Vn € Nyu, = 5" — (=1)", v, = 5" et w; 5" + (—1)™. ‘
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