Mathématiques appliquées 1A 2024-2025

DS 05

Correction

Exercice 1

1. On sait que chaque jour Bilal utilise le vélo ou le bus mais pas les deux en méme temps, ainsi, pour tout n € N, (V,,, By,)
est un systéme complet d’événements. On a donc par les probabilités totales :

v
S

(W),

= P(VinVy) + P(ViN By), avec le systéme complet d’événement (Vo, Bo)

v =

= P(Vh)Py,(V1), car Bilal ne prend pas le bus le jour 0
= 1x (1 - )7

De plus , avec le systéme complet d’événements (Vi, By), v1 + by = 1, donc by =

Toujours avec les probabilités totales :

V2 = P(‘/é)?
= P(W1)Py,(Va) + P(B1)Pg, (V2), avec le systéme complet d’événements (Vi, By)
= (I=p(—-p)+pxp,
1—2p+ 2p°.

De plus, avec le systéme complet d’événement (Va, By), va + by = 1, donc by = 2p — 2p?.

Finalement, | 17 =1 —p, vo =1 —2p+ 2p?, by = p et by = 2p — 2p°. ‘

2. On a
P(B1)Pg, (V-
Py,(B1) = M, par la formule de Bayes
P(V2)

= 717 X p par 1

1—2p+2p?’

P2
T 1-2p+2p?
2
Ainsi, sachant que Bilal a utilisé son vélo le jour 2, la probabilité qu’il ait pris le bus la jour 1 est | Py, (B;) = T2t on
— 4p P

3. (a) Soit n € N*. Par la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (V,, By,) :

Upt1 = P(Vugr),

P(Vo) Py, (Vas1) + P(By) Pp, (Vat1),
= 'Un(l _p) + bup,

vn(1—=p) + (1 —v,)p,

= (1-2p)v, +p.
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Ainsi, ‘Vn S N*ﬂ]n—i-l = (1 - 2p)'Un +p. ‘
(b) On a

(I1=2p)vo+p = (1-2p)x1+p,
= ]-7pa
= wi, par 1.

‘ La formules est donc encore vraie pour n = 0. ‘

4. (a) 1=2p=1<«p=0,orp#0, ainsi, d’aprés la question 3, (v,), oy~ est arithmético-géométrique. On a

0 < p < 1,
donc -2 < —2p < 0,
donc -1 < 1-2p < 1

Comme 1 —2p €] —1,1], par la question 3, (vy), oy converge vers son point fixe. Soit £ € R,

& 2pt = p,
1
& { = 3 car p# 0

: 1
Finalement, | (vy,),cy- converge vers 5.

(b) On a justifié que ¥n € N, (V,,, B,,) est un systéme complet d’événements, donc Vn € N,v,, + b, =1, d’ou

vneNb, =1—uv,.

Ainsi,

lim b, = lim 1-—w,,
n—-+oo n—-+oo
1 1 4
= — —,par 4.a
2,P
1
= 2

Finalement, | (b, ), cy. converge et sa limite est 1.

Exercice 2

1. On suppose par I'absurde que a < b. Comme f est strictement décroissante sur I, (a,b) € I?, et a < b alors f(a) > f(b).

Or on a f(a) < f(b). Contradiction. Ainsi .

2. (a) In est dérivable sur R* donc x — nln(z) aussi. Ainsi f, est dérivable sur R* comme différence de fonctions dérivables
(polynomiale et = — nln(x)). Soit x € RY,

) = 1
fi(a) "
_z—n
= —,
donc, Vo € RY, fl (z) = .
T
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(b)

z 0 n +00
T—n - 0 +
T —+ +
" (x) - 0 +
+00 +00
fa() - /
n(1 —In(n))
On a ili)l?(l) fn(z) = +00.
= lim =z (1 — nhq(a:)) ,
xr——+00 €T

= o0, par croissances comparées.
On a f,(n) =n(1 —In(n)) donc

si n >3,

alors n>e,

donc In(n) > 1, car In strictement croissante
donc 0 >1—In(n),

donc 0> n(1—1In(n)), carn >0

donc 0> f,(n).

Ainsi ‘ pour n > 3, fn(n) <O0. ‘

On suppose que n > 3. On a

e f, est dérivable donc continue par 2.a.
e f, est strictement décroissante sur |0, n[, par 2.a.

. lin})fn(z) = 400 par 2.a et fp(n) < 0 par 2.b or comme f, est continue, lim f,(x) = f,(n). Ainsi, 0 €
r— r—n

Ainsi, par le théoréme de la bijection I’équation d’inconnue = € R, f,(z) = 0 admet exactement une solution dans
10, n[.

De méme, x € R, f,,(r) = 0 admet exactement une solution dans |n, +ool.

Enfin, f,(n) # 0 par 2.b.

Finalement, ‘pour n > 3, 'équation d’inconnue = € R, f,(x) = 0 admet exactement deux solutions, ‘ une dans |0, n|

et Pautre dans |n, +ool.

3. D’aprés la question 2, Vn € N* avec n > 3, n < v,. Or lim n = +o0. Donc lir+n Uy = +00.
n—-+0oo

4.

Finalement, | (vy,),,~5 diverge.

(a)

n—-+4oo

Soit n € N* avec n > 3.
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fa(l) = 1—nln(1), fnle) = e—nln(e),
1. = e—n.
Par définition f,,(u,) = 0. Comme n > 3, on a e —n < 0. Ainsi f,(e) < fn(un) < fn(1).
Vn € N* avec n > 3, fr(e) < fn(un) < fn(l)‘

Soit n € N* avec n > 3. On sait que f,,(e) < frn(u,) < fn(1) par 3.a. Or 1, e et u, sont des élément de |0, n[ et f,, est
strictement décroissante sur |0, n[, donc par la question 1 :

Finalement,

1<u, <e.

Finalement, |Vn € N* avec n > 3, 1 < u, <e. ‘

Soit n € N* avec n > 3. fry1(tpns1) =0, done upt1 = (n+ 1) In(up41). Ainsi,

fn(un+1) = Unp+1 — nln(un+1),
= (n+1)In(upt1) — nln(uptq),

= In(upt1).

Donc, ‘pour tout n € N* avec n > 3, frn(unt1) = In(tny1). ‘

Soit n € N* avec n > 3. Par définition , f, (u,) = 0. Par la question 4.c f,,(un41) = In(u,y1). Or, par la question 4.b,
1 < up41. Comme In est strictement croissante, 0 < In(uy,41). Ainsi fr,(uni1) > fr(un).

Finalement,

pour tout n € N* avec n > 3, fi,(unt1) > fn(un). ‘

Soit n € N avec n > 3. Par la question 4.d, f,,(uns1) < fn(uy,). Or on sait par définition que u, 41 et u, sont dans
10, n[, et d’aprés la question 2, f,, est strictement décroissante sur ]0,n[. Donc par la question 1, w,11 < Uy,

Ainsi, Vn € N* avec n > 3, u,41 < Uy,. Finalement, | (uy),,~ 5 est décroissante.

Par définition (u),,~5 est minorée par 0, et d’aprés la question 4.e, (uy),~5 est décroissante. Ainsi par le théoréme

de la limite monotone | (uy),~5 converge.

On suppose par I’absurde que ¢ # 1.
On sait, par la question 4.b que Vn € N* avec n > 3, u,, > 1. Ainsi, par passage a la limite, £ > 1. On en déduite donc
que

ngr_ir_loo In(u,) =1In(¢) € R.

Or ¢ # 1, donc ¢ > 1, donc par stricte croissance de In, lirf In(u,) > 0. On a donc
n—-+oo

lim nln(u,) = +oo.
n—-+oo

De plus Vn € N* avec n > 3,u,, = nln(u,). Donc par unicité de la limite (uy),,~ 5 diverge vers 400, or pas la question
4.1, (uy),,~5 converge. Contradiction. -

Donc | (uy),,~5 converge vers 1.

Exercice 3

Soit n € N*.

|~

—_
33
N

Ainsi, |Vn € N* u,, = 1.
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(b) On a

n—-+oo n—-+oo

lim S, = lim Zuk,
k=1

n
= li 1 1.
nﬂm;  par La

= lim n,
n—-+oo

= +o0.

On a donc| lim S, = +oc.
n—-+o00

2. (a) Soit n € N*,

= i(ln(k—k?)—ln(k—kl)),

= In(n + 2) — In(2), par télescopage.

. 1
Ainsi, | Vn € N¥, ;ln <1 + k—&—l) =1In(n+2) — In(2).
(b) On pose la fonction
f |—1,400] — R
’ x — In(l4+z)—=z
e z+— 1+ x est polynomiale donc dérivable sur | — 1, +o0l.

e In est dérivable sur RY .

o Vxe]—1,4o0[,1+2ecR:.
Ainsi,  — In(1 4+ z) est dérivable sur | — 1, +o00[ et done, f est dérivable comme différences de fonction dérivables
(z — In(1 + ) et polynomiale).
Soit x €] — 1, +00],

1+

—T
1+

Donc
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x -1 0 +00
—x + 0 -

1+ + +

/') -0 -

o e “ ~__

Ainsi, Vo €] — 1, 4+o00[, f(z) <0, donc‘Vm €]—1,4o0[,In(1+2z) < x. ‘

(¢) Soit n € N*. Soit k € [1,n]. k+1 > 0 donc

1 1 1
Prl > 0, ainsi par la question 2.b : In <1 + k—&-l) < Pl Par ailleurs

1
Finalement, Vk € [1,n],1n <1 + lﬁ-l) < ug. En sommant on obtient :

Zln(l+kil> < Zuk,
k=1 k=1

donc In(n+2)—In(2) < S,, par 2.a.

Finalement, | Vn € N* In(n + 2) — In(2) < S,,. ‘

(d) Par la question 2.c, Vn € N*|In(n +2) —In(2) < S,, or lim In(n+2) —In(2) = +oo, ainsi, | lim S, = +oo.

n—-+oo n—-+oo

3. (a) On a

(37’
1
(p+2)(p+1)’
2
2
(p+2)(p+1)

1
Ainsi, | uy = et ug = ——————.
it p T )+ D)
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(b) Soit n € N,

n—+p+2
n+2+p\’
<n+2 )
n+p+2
n+2+p/n+1+p\’
n+ 2 ( n+1 )
n 4+ 2
n+1+4+p\’
<n+1 )

= (n+4+2)upt1.

(n+p+2ups2 =

Finalement, |Vn € N, (n 4+ p + 2)upt2 = (0 + 2)up41. ‘

1
(¢) Montrons par récurrence que Vn € N*, P(n) : « S, = —— (1 = (n+ 1+ p)upt1) »

p—1
INITIALISATION : On a
—;Lﬂl (1+1+p) ) 1(1 (+®2> 3
_ p)UL+1 — —(p , par o.a
p—1 - p—1 (P+2)(p+1)
1 2
= 1— 5
p—1 p+1
1 _
SRS NS Aty
p—1 p+1
B 1
= T
= 1w par 3.a,
= 5.

d’ont P(1).
HEREDITE : Soit n € N*, on suppose P(n) et on démontre P(n + 1).

SnJrl = Up+1 + Sna

1
= Unr o (1= (n+ 1+ p)uny1),par hypothése de récurrence
D

1
= (1= (n+1+plupys + @ — Dung1),

p—
1
T o1 (1= (n+2unt1),
1
= 57 (- (24 punya), par 3b
d’ou P(n +1).
1
Finalement, par le principe de récurrence, Vn € N*, S, = — (1= (n+ 14 p)uns).
p —

4. (a) Soit n € N*. Comme n > 0, (n +p> > 0, donc u, > 0. De plus comme p > 2,n + p > 0. Ainsi v,, > 0, en particulier
n
v, # 0.
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Vnt1 (n+p+ Dups
n, (n+p)un

v n+1
Finalement, | Vn € N* v,, # 0 et Untl D .
Un n+p

1
(b) Soitn e N*. Onap>1doncn+p>n+1>0,donc ni < 1. Ainsi, par la question 4.a
n

Un+41
Un,
donc  vp11 < vy, car v, >0 (vuen 4.a).

IN

1

)

Ainsi, Vn € N* v, 41 < v,, donc ‘ v est décroissante.

(¢) On a montré en 4.a que Vn € N* v, > 0, donc v est minorée, de plus par 4.b, v est décroissante, donc par le théoréme
de la limite monotone,

1
(d) D’apres la question 3.c, Vn € N* S, = P (1 =vp41). Or par la question 4.c v converge vers £, ainsi (Vp41),,cn-

aussi, finalement, S converge et

. 1-/
lim S, =——.
n—-+4o0o p-—l
(a) On tape
I | import numpy as np
3 |def S(mn,p):
A somme = 0
for k in range(l,n+1):

6 somme = somme + 1/np.math.comb(k+p,k)
8 return somme

1 1-7/
(b) 11 semble que la limite de S pour p = 5 soit 7O la limite de S pour p = 5 est £ Par la question 4.d.

1
47

~
Il

1
= 0.

Ainsi, |il semble que £ = 0.
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