Mathématiques appliquées 1A 2024-2025

DS 06

Correction

Exercice 1

L () Ona|G=({1,2,3,4},{(1,1),(1,2),(2,3),(3,4), (4,2)}). |

(b) ’deg(l) =3, deg(2) = 3, deg(3) = 2, deg(4) = 2 et G a 5 arétes. ‘

1 10 0
0 010
2. (a) Ona|M = 00 0 1
0 1 00
(b) On a
1100 1100 1110 1100
2 00 10 0 010 3 0 0 01 0 010
M_OOOl 00 0 1] JVI_OIOO 00 0 1]
01 00 01 00 0 010 01 00
1 110 1 1 1 1
[0 o0 01 o100
o100 1o o0 10
0 0 10 0 0 01
4 3 2 1
Ainsi, MO+ MY + M2 + M3 = 8 3 é 1 . Le coefficient en place (2,1) est nul, donc | G n’est pas connexe.
01 1 2
3. (a) On constate que N? = 0y, ainsi
I4, Sik':O,
Ve NNV =S N, sik=1,
04, sinon.

(b) Soit n € N*. On constate que Iy et N commutent.

(M)

(I4+N)n7

Z <Z> NkIZ’_k, par le bindme de Newton
k=0
= I4+nN, par la question 3.a

n n

OO O =
— o o3

1 0
0 1
0 0
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Finalement,

(¢) On a

1 n n n
n 0O 1 0 O
* 3
Vn € N*, (M ) 00 1 0
0 0 0 1
plot (M3)33 < M2

1 33 33 33

B 0O 1 0 0

o 0O 0 1 0

0O 0 0 1

1 34 34 33

- 0O 0 0 1

o 0O 1 0 0

0O 0 1 0

OO O
O = O
—_0 O M
OO = O

, par 3.b et 2.b

Il y a donc 33 chemins de longueur 101 allant du sommet 1 au sommet 4. ‘

Exercice 2

2024-2025

1. g est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables (exp et polynomiales). On a Vo € RT, ¢'(z) = ze® —e® +1

Ainsi, ¢’ est dérivable comme somme et produit de fonctions dérivables (exp et polynomiales) et on a Vo € RT, ¢ (z) = ze®.

On a donc

T 400
T + T 0 +00
e* + g (x) 0 +
9" (z) +
9(z)
0
g/(x) /
g(x) 0 +

Finalement, ‘Vx e R, g(x) > 0. ‘

2. (a) Il existe une fonction € avec lir% e(z) = 0 telle que Yz € R,e” =1+ z + ze(x). On a donc
T—>

lim f(z)

z—0t

X

im ,
z—0t+ e¥ — 1
X

im —

=0+ T + xe(x)
. 1

lim ——,

e—=0+ 1+ 1e(x)

£(0).

Ainsi, f est continue en 0. De plus f est continue sur R comme somme et quotient de fonctions continues (exp et

polynomiales), donc
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(b) On a
I |
x—0 x€r — 0 z—0 €T
_ 5 x—(e*—1)

z—(z+ % +2%(z))

z—0 z(z + ze(x)) ’
L chae)
=0 1+e(x) ’
1
= ——€eR
5 S
. L 1
Ainsi | f est dérivable en 0 et que f'(0) = —3

(c) f est dérivable en 0 par la question 2.b et f est dérivable sur RY comme somme et quotient de fonctions dérivables
(exp et polynomiales). On a :

T _ 1 x
¢ " 1;6 six e RY,
Vr e RT, f'(z) = (e —
—— sinon.
2
(d) A l'aide de la question 2.c :
xr xr
, e* —1—uze
@Er-‘,r-loo (J)) a zgr—&r-loo (e — ]_)2 ’
1 1
= 11 xez E zet _ 1
z—+00 (61)2 (1 L)z ’
ez
1 1
g el
s+ e (] — ;)2 ’
eI

car

. T . .
e lim — = 0 par croissances comparées,
z——+oo e¥

e lim —= lim — = lim — =0.
T—+00 T r—+oo re’ z—+o0 e?

. . ! _
Finalement, ETOO f'(x) =0.

(e) D’aprés la question 2.c, f’ est dérivable sur R} comme somme, produit et quotient de fonction dérivables (exp et
polynomiales). Soit x € R%,
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(e* —e® — xe®)(e® —1)% — (¥ — 1 — xe®)2e(e” — 1)

1" o
fz) = (er —1)4 ’
_ —ze(e” — 1) — (e” — 1 — ze”)2e”
- (e —1)° |
= ﬁ(—me”+x—2e”+2+2we”),
= ﬁ(xe$+x—2e$+2),
e[l)
Finalement,
x el _ e’

(f) Soit € R%. On a 2 > 0 donc par stricte croissance de exp, e* > 1 et € —1 > 0. On a donc, par les question 1, 2.d,
2.¢ et la continuité de f’ :

x 0 —+00
e” +
(&% — 1)3 +
g(x) +
f" () +
0
(z) /
-3

3. (a) Montrons par récurrence que Vn € N, P(n) : « u,, existe et u, € R* ».
INITIALISATION : Par I’énoncé, ug existe et ug = 0 € RT, d’ou P(0).
HEREDITE : Soit n € N, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).
Par hypothése de récurrence, u,, existe et u,, > 0. Comme f est définie sur RT, u,, ;1 existe.
e Siwu, =0, alors u,y 1 =1€R".
e Si u, > 0 alors par stricte croissance de exp, e“» — 1 > 0, donc f(u,) > 0, donc u, 1 € RT.
On a bien P(n + 1).

Finalement, par le principe de récurrence, | Vn € N, u,, existe et u,, € RT. ‘

(b) Par lecture du tableau de variations de la question 2.f, Vo € RT, -1 < f/(z) < 1, ainsi, |Vz € RT,|f/(z)| <

1
5

(c) Soit z € RT. Si 2 =0, f(z) # 2. On suppose maintenant z € R%,

f@) = =,
x
= o1 x,
& 1 = e*—1,
& 2 = €,
<  In(2) = =z
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On a bien In(2) € R ainsi ‘ I'équation d’inconnue z € RY, f(z) = 2 admet comme unique solution z = In(2). ‘

(d) Soit n € N, on sait que
e f est continue et dérivable sur R par les questions 2.a, 2.b et 2.c.
o Vz e RY |f(z)| < %, par la question 3.b.
e u, € RT par la question 3.a et In(2) € RT.

Ainsi, par I'inégalité des accroissements finis :

Flun) = F (@) < 3 fun (@),
donc lumpt —In(2)] < %|un—ln(2)|.

1
Ainsi, |Vn € N, Jup41 —In(2)] < 3 |un, — In(2)].

1 n
(e) Montrons par récurrence que Vn € N,P(n) : « |u, —In(2)| < (2) In(2) ».

INITIALISATION : On a
o [ug—In(2)| = In(2),

. (;)0111(2) — In(2).

0
Ainsi, Jug —In(2)] = <;) In(2), d’ot P(0).

HEREDITE : Soit n € N, on suppose P(n) et on montre P(n + 1).
Par hypothése de récurrence,

1 n
lup, —In(2)] < (2> In(2),
1 1"
donc - |u, —In(2)] < <> In(2),
2 2
1
or, par 3.d  |up+1 —In(2)] < 3 lun, —In(2)],
1 n+1
donc  |up+1 —In(2)] < <2> In(2),

d’ou P(n + 1).

1 n
Finalement, par le principe de récurrence, | Vn € N, |u,, — In(2)| < (2) In(2).

(f) Par la question 3.e

1 n
Vn €N, lup, —In(2)] < <2) In(2),
\" \"
donc Vn €N, — <2) In(2) < wu,—In(2) < <2) In(2),
1 n\"
donc VneN, In(2 (2> In(2) < Up, < In(2)+ <2) In(2)
De plus, comme & €] —1,1[, lim In(2 ln = lim In(2 1 n(2) eR
’ 2 ’ ’ n—-+oo n—-+oo 2 ’
Finalement, par théoréme d’encadrement, ‘ u converge et sa limite est 1n(2). ‘
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1. (a) On tape :

Exercice 3

import numpy as np
def u(n):
return (-1)**n/(np.sqrt(mn) + (-1)%*%*n)

(b) On tape :

def S(m):
somme = 0
for k in range(2,n+1):
somme = somme + u(k)

return somme

(¢) On tape :

N

for n in range(2,102):
print (S(n))

2. (a) Soit n € [2,+oo],

2n+2 2n
82(n+1) - SQn = E Vi — E Vs
k=2 k=2

(_1)2n+2 (_1)2n+1

Van+2  V2n 1’
1 1

Von+2  V2n+1

2024-2025

Or, 2n + 1 < 2n + 2, donc par croissance de la fonction racine, v/2n + 1 < +/2n + 2, ainsi par décroissance de la

fonction inverse sur R% on a

Ainsi, Vn € [2, +00[, So(41) < S2y, donc (S’gn)7122 est décroissante.

. On en déduit donc que

<
V2n+2 7 V2n+1

(b) D’apres la question précédente, (Say),~, est décroissante.

Soit n € 2, +oo[,

So(ny1) —S2n <0,
donc S2(n+1) < Sgn.
2n+3 2n+1
Sotnity+1 = Semp1 = D k= > Uk,
k=2 k=2

(_1)2n+3 (_1)2n+2

V2n+3  V2n+2’
1

V2n+2 V2n+3

Or, 2n + 2 < 2n + 3, donc par croissance de la fonction racine, v/2n + 2 < +/2n + 3, ainsi par décroissance de la

fonction inverse sur R% on a

1
<
V2n+3 = V2n+2

. On en déduit donc que
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3.

2024-2025

Soni1)+1 — Sant1 > 0,

donc Somt+1)41 = Sont1-
Ainsi, Vn € [2, +00[, So(n+1)+1 = S2n+1, donc (S2p41),,5, €st croissante.
Enfin
(71)2n+1
lim Sopiq — Son = lim L
oo D2t T D2m nSteo n 1
li !
= im —,
n—+oo \/2n + 1

= 0.

Finalement, | (S2,),,> €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes.

(c) Parla question 2.b, (S2r),,55 €t (S2n+1),,> sont adjacentes, donc elle converge vers une limite commune, ainsi (Sy),,~

converge, donc E vy, converge.
n>2

(a) Soit n € [2,+o0],

Wn = VUp — Unp,

y* ="

Voo i+ (=D
_ (_1)71 \/ﬁ—’— (_1)71 — \/ﬁ
n+ (=i

Ainsi, | Vn € [2, +oo[, w, =

n+ (-1)"y/n’

(b) Soit n € [2,4o0],

donc

donc

or

donc

donc

par ailleurs on a évidement

Finalement, que n soit pair ou impair, n

wy, > 0.
On a bien‘Vn € [2, +oo[, wy, > 0. ‘

(¢) Soit n € [2,+oo],

n > 1,

v/n > 1, par stricte croissance de la fonction racine,
vn—1 > 0,
Vo> 0,
vn(yn-1) > 0,
n—yn > 0,
n++yn > 0.

+ (=1)"y/n > 0, or par la question précédente, w, =
n

1 1
= T , par la question 3.a
Nwy, n X m
o+ (=1)"/n
n )

(_1>n
vn '
= 14 v,.
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1

Ainsi, |Vn € [2,+o0],
nwy,

=1+4wv,.

(d) On sait par la question 2 que E vy, converge, ainsi, (v,)n>2 converge vers 0, or, par la question 3.c,
n>2

Vn € [2,4o0],

=1 +'Una
nwy,

donc ( L ) converge et sa limite est 1.
n>2

nwy,

(e) Par la question 3.d, ( L ) converge, donc ( L ) est majorée. De plus, par la question 3.b < L ) est a
n>2 n>2 n>2

nwny, NWny, nwny,

< M. Enfin, comme Vn € [2, 400, w, >
nws,

termes strictement positifs, ainsi il existe M € R tel que Vn € [2, oo,

0 (par la question 3.b) on a

1
M € R%,Vn € [2, +o0[, = < Mw,.
n

(f) Soit n € [2,+oof.

e In est continue et dérivable sur [n,n + 1].

1
e On aVx € [n,n+ 1],In'(x) = —. Soit = € [n,n + 1],
x
0 < n < z
1 1
donc 0 < — < —, par décroissance de la fonction inverse sur R*.
x n
1 1 1
donc —— < — < -
n X n
1 ) 1
donc —— < In'(z) < -,
! 1
d In’ < -
onc [In'(x)] < .

1
Ainsi, Vz € [n,n + 1], |In(z)| < ~

Ainsi, par l'inégalité des accroissements finis,

1
In(n+1) —In(n)] < =|n+1-—n|

n
1

donc |In(n+1) —In(n)| < —
1

donc  In(n+1)—1In(n) < —, par croissance de In.
n

Finalement, | Vn € [2, 4oo[,In(n + 1) — In(n) <

S|

(g) Soit n € [2,+o0o[. Par les questions 3.e et 3.1,

Vk € [2,n],In(k+1) —In(k) <

Ainsi, en sommant on obtient

(In(k +1) — In(k))

A

N
=
=

k=2 k=2
donc Inn+1)-In(2) < M Z wy, par télescopage,
k=2
1 n
donc i (In(n+1) —In(2)) < ;wk, car M>0.
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1 n
Finalement, | Vn € 2, 4+o00], i (In(n+1) —1n(2)) < Zwk
k=2

. 1 . 1
(h) Par la question 3.g, Vn € [2, +o0f, i (In(n+1) —In(2)) < Zwk, or EIJI: i (In(n + 1) —In(2)) = o0 car M > 0,

n
donc par comparaison, lim E wg = +00. Finalement, E wy, diverge.
n—-+4oo
k=2 n>2

4. On suppose par ’absurde que E u, converge. Par la question 2, E vy, converge. Ainsi, E Up — Uy converge, autrement
n>2 n>2 n>2
dit g w, converge, mais par la question 3, E w, diverge. Contradiction !
n>2 n>2

Finalement, E u, diverge.
n>2
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