Mathématiques appliquées 1A

TD 11

Continuité.

TD 11 : Continuité.

Soit g : R — R une fonction continue telle que Vz € R, g(z) # 0.

1. Démontrer que g est de signe constant (on pourra raisonner par contraposée).

2. On suppose de plus que Vo € R, (g(z))? = 1. Montrer que g est une fonction
constante.

Montrer que I'équation xIn(xz) = 2 posséde une solution dans l'intervalle
[2,3]. On donne In(2) < 1 < In(3).

Montrer que I'équation z — 2 4 In(z) = 0 posséde une unique solution dans
I'intervalle [1, 3].

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f posséde un
point fixe ( i.e. il existe z € [0, 1] tel que f(x) = z).

Soit f une fonction polynomiale de degré impair et de coefficient dominant
positif. Montrer que f posséde au moins une racine réelle. Le résultat est-il encore
vrai si le coefficient dominant est négatif 7

Un randonneur parcourt 6km en deux heures. On pose la fonction

d: [0,2] - R
t = d(t)

ou d(t) est la distance en km parcourue par le randonneur en ¢ heure(s). On
suppose que la fonction d est continue.

1. Donner d(0) et d(2).
2. On définit la fonction f pour tout ¢ € [1,2] par
f(t) =d(t)

(a) Soit ¢ € [1,2]. Que représente f(t)?

(b) Déterminer f(1) + f(2). En déduire qu'il existe un intervalle de temps
d’une heure durant lequel le randonneur a parcouru 3km.

—d(t—1).

Q 07 Soit f:[1,2] — R une fonction continue. Montrer qu'il existe deux réels z;
et xo tels que

Vo € [1,2],zz1 < f(x) < zxo.
f(z)

On pourra considérer g définie sur [1,2] par g(z) =
x

Soit f : [-1,1] — R une fonction continue telle que : Vo € [-1, 1], f(z) > 0.
Montrer qu’il existe m > 0 tel que pour tout « € [—1,1], on a : f(z) > m.
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1. Etudier la parité de f.

2. Dresser le tableau de variations de f sur R% . En déduire le tableau de varia-

tions de f sur R.

3. Montrer que f réalise une bijection de R dans f(R).
) et £(R).

(on pourra étudier séparément les cas positif et négatif).

4. Déterminer f(RT), f(R~

5. Déterminer f~!
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Mathématiques appliquées 1A TD 11 : Continuité.

On définit On considere les fonctions f, : v — 2™ +x — 1 pour n € N*.

Iz ] =2,400[ — R 1. Soit n € N*. Démontrer que 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution
' r = (22 +32+2)In(z +2) xn €]0,1].

) ) o On s’intéresse maintenant a la suite (z,)nen+-
1. Déterminer les limites de f en -2 et en +00.

* _ _1)2
2. Justifier que f est dérivable. 2. (a) Montrer que pour tout n € N*, f,11(zy) = —(z, — 1)°.

(b) En déduire que pour tout n € N*, fo,11(x) < fnt1(Tnt1)-

3. On pose (¢) En déduire que pour tout n € N*, z,, < 5,11
] =2, +o0[\ {—%} - R 3. Montrer que (z,)nen+ converge et que sa limite £ vérifie 0 < £ < 1.
g "(x
z f(z) 4. On souhaite démontrer que ¢ = 1. On suppose par 'absurde que 0 < ¢ < 1.
2z + 3

(a) Montrer que Vn € N*, z,, < /.

5. . . 2
(a) Montrer qu’il existe un unique (a1, 2) € R* avec a1 < a9 et tel que (b) En déduire que ((zn)")nen- converge vers 0.

glar) = g(ag) = 0.

(b) Déterminer as. (c) Conclure.

(c) Donner le tableau de signes de g en fonction de «;.

4. En déduire le signe f’ puis les variations de f en fonction de a;.

5. Tracer ’allure de la courbe représentative de f.

Soit f : R — R une fonction continue et décroissante sur R.

On souhaite démontrer que la fonction f admet un unique point fixe. Pour ce
faire on considére la fonction g : x — f(x) — x.

1. En appliquant le thégréme de la limite monotone & f montrer que
:cgr—noog(x) = too et xgr-ir-loog(x) -

2. En déduire que f posséde un point fixe.

3. En raisonnant par I’absurde, démontrer que ce point fixe est unique.

4. Ce résultat est-il valable si f est croissante 7




