Mathématiques appliquées 14

TD 15

Dérivation.

Etudier la dérivabilité de la fonction f en .
1. Vz € R, f(z) = |22 — 4] et 7o = 2.

x2—1
r—1

six <0

siz>0 et rg = 0.

2. VxeR,f(:c):{

3. Vz e RT, f(z) =z + /z et 9 = 0.
4. Vx eR, f(z) =(x—1)jx — 1| et zp = 1.

R —- R

Qozlsoi f:] . _a?

1+ |z

1. Montrer que f est dérivable sur R.
2. Déterminer f.

3. f est-elle continue en 07

Soit f : R — R une fonction bornée qui n’admet pas de limite en +o0
(réelle ou infinie).

27 (1
1. Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = { g Fz) sz 8
siox=
est dérivable en 0.
1 .
2. Montrer que la fonction h définie sur R par h(x) = { gf (z) St 7&8
siox=

n’est pas dérivable en 0.
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Déterminer les limites suivantes :

1.

Soitf:{

1.
2.
3.

In(1 2
9 iy A+
x—0 x€X

L)Y (1)
z—0 T ’

R —- R
r — In(l+z+2?).

Vérifier que f est bien définie sur R.
Montrer que f est dérivable sur R.

Déterminer I’équation de la tangente t & la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0.

. On pose pour tout réel z,g(z) = In(1 + = + %) — x.

Dresser le tableau de variations de g (on ne fera pas apparaitre les limites
en 400 et —00).

Montrer que lim g(z) = —o0.
T—>+00

En déduire qu’il existe un unique z € [1,+o0] tel que g(x) = 0. On
appelle a ce nombre.

Préciser la position de la courbe représentative de f par rapport a la
tangente ¢.

Soit ¢ : R — R une fonction de cott dérivable. On définit

1.

2.

1/3

— R

T

*
R%
CM -

(a) Justifier que ¢y est dérivable.
(b) Montrer que f : z — (x) — em(z) et ¢ sont de méme signe.
(c) Comment interpréter ce résultat ?

On consideére ici que Vo € RY, ¢(x) = 5z? + 6z + 245.

(a) Résoudre I’équation d’inconnue x € R* | (E) : ¢(z) = em(z).

(b) On note a 'unique solution de (E), vérifier que ¢y admet un minimum
en a.
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Soit f : R — R une fonction dérivable. Soit ar €]0;1].

1. Montre que : f paire = f’ impaire. 1—
1. Montrer que : Yk € N*, (k + 1)1 — k17> < aoz
2. Montre que : f impaire = f’ paire. k
n
L, . B . 2 1
3. Les réciproques sont-elles vraies 7 2. En déduire que : Vn € N*, ; = > — ((n + 1>1—a _ 1) .
Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au 1
point d’abscisse xg 3. Quelle est la nature de la série Z povs ?
n>1
(a) f:2—zln(z+3) et 2o = 0. (c)f::v»—>—%a:—5etx0:7.
) v (e ) o1, ) 15 (VT ey |2 P ot o
» o 5 R
. et —e T Sn = *‘ ct fn : s —x £
SOltf:me. k:()k‘ xr € kzok'
(a) Montrer que f est définie sur R. 1. Justifier que pour tout entier naturel n, f, est dérivable et que
(b) Montrer que f réalise une bijection de R sur I un intervalle & préciser. P
Va € [07 1}7.]07/7,('%.) = _T

1
2. En déduire que pour tout entier naturel n : Va € [0,1], |f(x)] < —.

)
)
¢) Dresser le tableau de variations de f~1.
)
) n!

3. A l'aide de 'inégalité des accroissement finis, montrer que :

S

-
e

a10

Vn € N, l
n!

_1‘§

1. Montrer que : Vk € N*,[In(k + 1) — In(k)| <

| =
.

. En déduire que (S,) converge et donner sa limite.
n

1
2. En déduire que : VYn € N*, Z % > In(1+n).
k=1

1
3. En déduire la nature de Z —.
n

2/8
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7,‘2
Soit f:x + e~z . On définit la suite w : { uo € [0,1]

Vn € N upy1 = f(un).

1. Montrer que I'équation f(z) = x posséde une unique solution dans [0, 1]. On

note cette solution «.

2. Montrer par récurrence que : Vn € N, u,, € [0, 1].

2

3. (a) Montrer que : Vz € [0,1], |f'(z)| = ze~ 'z
En dérivant cette expression montrer que : Vz € [0, 1], |f/(z)| <
(b) En déduire que : Vn € N, |up+1 — af < ﬁmn —al.

(c) Puis que : Vn € N, |u, —af < (ﬁ)n lup — af.

(d) En déduire que u converge et donner sa limite.

=1
R* — R 1o
g : 1
Ogson 7 { G D Ft @) memun - L
n

1. Déterminer les points fixes de f.

2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, existe et u,, € [1,2].

3. (a) En appliquant I'inégalité des accroissements finis montrer que

Vn € N, un—\/i‘

1
tns1 = V2| < 5

(b) En déduire par récurrence que

un = V2| < <;)n

(c) Déterminer la nature de u et sa limite éventuelle.

Vn € N,

Uo—\/i‘.

Existe-il un réel a tel que f :  — 2ax> + 622 + x — 5 posséde un extremum

1
localen t = —=7
6

Montrer qu’une fonction polynomiale de degré n € N* posséde au plus n—1

extrémums locaux.

Rlis
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